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1 はじめに

分類問題における教師あり学習に幅広く用いられる手
法の一つに k近傍法 (k-Nearest Neighbour,略称 k-NN;

Fix and Hodges (1951)) がある．k 近傍法ではまずク
エリ近傍の k 個のデータベクトルを検索し，対応するラ
ベルの平均によりクエリの各ラベル確率を予測する．最
大の確率を持つラベルを出力するプラグイン型の分類を
行うと，k 近傍法の統計的一致性，すなわち誤分類確率
が最適値に収束することが Cover and Hart (1967) な
どにより示されており，またその収束の速さ (収束レー
ト) が Chaudhuri and Dasgupta (2014) などにより示
されている．
一方で，任意のラベル確率予測器を用いてプラ
グイン型の分類を行う場合の最適な収束レートが
Audibert and Tsybakov (2007) により与えられてお
り，ラベルの条件付き期待値が非常に滑らかな場合には
k 近傍法は最適レートを達成できない．
k 近傍法にはバイアスとバリアンスのトレードオフが
ある：k を大きくするとクエリから遠いデータベクトル
のラベルが考慮されるようになり，バイアスが増大して
しまう．本研究では，いくつかの kについて k近傍法を
行い，予測されたラベル確率を k = 0 に仮想的に外挿す
ることで漸近的なバイアスを減少させ，最適な収束レー
トを達成するマルチスケール k 近傍法を提案する．

2 問題設定

X ⊂ Rd を非空なコンパクト集合とし，(X,Y ) ∈
X × {0, 1} を分布 Q から生成される確率変数とする．
サンプル Dn := {(Xi, Yi)}ni=1 とクエリ (X∗, Y∗) は独
立に分布 Q に従うとする．Dn, X∗ を用いてクエリとな
るデータベクトル X∗ ∈ X のラベル Y∗ ∈ {0, 1} を予測
する分類器 ĝn : X → {0, 1} を学習し評価する．
分 類 器 の 評 価 に は 誤 分 類 確 率 L(g) :=

PX∗,Y∗(g(X∗) ̸= Y∗) を用いた excess risk

E(ĝn) := EDn
(L(ĝn))− inf

g:X→{0,1}
L(g)

を用いる．Excess risk E(ĝn) のサンプル数 n について
のオーダーを収束レートと呼ぶ．

3 k 近傍法

クエリからのユークリッド距離により添え字を並
べ替える：∥X(1) − X∗∥2 ≤ ∥X(2) − X∗∥2 ≤ · · · ≤
∥X(n) −X∗∥2. ユーザの指定するパラメータ k ∈ N と

和が 1となる重み w1, w2, . . . , wk ≥ 0 を用いた

η̂
(kNN)
k,w (X∗) =

k∑
i=1

wiY(i)

を重み付き k 近傍推定量 (k-NN estimator) と呼び，
w1 = w2 = · · · = wk = k−1 の場合単純に k 近傍
推定量と呼ぶ．プラグイン型の分類器 ĝ

(kNN)
k,w (X∗) :=

1
(
η̂
(kNN)
k,w (X∗) ≥ 1/2

)
を特に重み付き k 近傍分類

器 (weighted k-NN classifier) と呼ぶ．以降ではクエ
リ X∗ を固定し記号を省略する．

4 マルチスケール k 近傍法

図 1には各 k での k 近傍推定量を示した．k が大きい
ほど k 近傍推定量の分散は小さいが，青線で示した真値
との乖離 (バイアス) が大きくなる．
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図 1: 赤線：k 近傍推定量，青線：真値 η(X∗) = E(Y |
X∗)，黒線と破線はモンテカルロシミュレーションにお
ける k 近傍推定量の平均と標本標準偏差を表す．

本研究では，1 ≤ k1 < k2 < · · · < kV ≤ n (V ∈ N)
を用いて k 近傍推定量 η̂

(kNN)
k1

, η̂
(kNN)
k2

, . . . , η̂
(kNN)
kV

を計
算し，(k =)0近傍へ外挿することでバイアスを減少させ
るマルチスケール k 近傍法を提案する．より具体的な手
続きとしては

(1) 半径 rk := ∥X(k) −X∗∥2 (k = k1, . . . , kV ) を計算．
(2) 半径 rkv を介した回帰関数 f(rkv ; θ) を用いて k 近

傍推定量 η̂
(kNN)
kv

を予測する：

θ̂k := argmin
θ∈Θ

V∑
v=1

{η̂(kNN)
kv

− f(rkv ; θ)}2.

(3) r0 = 0として，k = 0 に外挿する：

η̂
(MSkNN)
k := f(0; θ̂k).

対応するプラグイン型のマルチスケール k 近傍分類器

を ĝ
(MSkNN)
k (X∗) := 1

(
η̂
(MSkNN)
k (X∗) ≥ 1/2

)
とする．

∗ 本稿は Okuno and Shimodaira (2020) を基にしている．
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次節では次数が偶数の項のみで構成された多項式

f(r; θ) = θ0 + θ1r
2 + θ2r

4 + · · ·+ θCr
2C (1)

を回帰関数として用いると，近傍法の収束レートが改善
することを紹介する．

5 理論解析

本節では，マルチスケール k近傍法が通常の k近傍法
の収束レートを改善し，最適レートを達成することを示
す．最初に，条件付き期待値 η(x) = E[Y | X = x] に関
するいくつかの条件を説明する．

定義 1 (α-margin 条件). ある定数 Lα ≥ 0, t̃ >

0, α > 0 が存在して P(|η(X) − 1/2| ≤ t) ≤ Lαt
α

(∀t ∈ (0, t̃], X ∈ X ) とできるとき η は α-margin 条件
を満たすという．

定義 2 (β-Hölder 条件). Tq,X∗ [η] を点 X∗ ∈ X での
関数 η の q (∈ N0) 次テイラー展開とする．ある定数
Lβ > 0, β > 0 が存在して |η(X) − T⌊β⌋,X∗ [η](X)| ≤
Lβ∥X −X∗∥β とできるとき η ∈ C⌊β⌋(X ) は β-Hölder

条件を満たすという．

定義 3 (γ-neighbour average smoothness 条件). 集合
B ⊂ Rd について定義される関数 η(∞)(B) := E(Y |
X ∈ B) と中心 X ∈ X で半径 r の球 B(X; r)

について，ある定数 Lγ > 0, γ > 0 が存在して
|η(∞)(B(X; r)) − η(X)| ≤ Lγr

γ を満たすとき η は
γ-neighbour average smoothであるという．

一般に α, β, γ が大きいほど分類器の収束が早くなる．
最後に，X の密度関数について以下の条件を定義すると
定理 5が成り立つ．

定義 4 (Strong density assumption). X の密度関数 µ

について，ある定数 µmin, µmax ∈ (0,∞) が存在して
µmin ≤ µ(X) ≤ µmax (∀X ∈ X ) とできるとき µ は
strong density assumption (SDA) を満たすという．

定 理 5 (k 近 傍 分 類 器 の 収 束 レ ー ト;

Chaudhuri and Dasgupta (2014) 定理 4(b) ). 集合
X がコンパクトであり，η が α-margin と γ-neighbour

average smoothness 条件を満たすとする．SDA が
成り立つとし，k∗ := kn ≍ n2γ/(2γ+1) とすると
E(ĝ(kNN)

k ) = O(n−(1+α)γ/(2γ+d)).

定理 5は γ-neighbour average smoothness 条件を
仮定するが，代わりに β-Hölder 条件を仮定する
と，いくつかの条件の下で γ = min{β, 2} が示せ
る (Okuno and Shimodaira (2020) 定理 1)．つまり
β > 2として β-Hölder 条件を仮定すると

E(ĝ(kNN)
k ) = O(n−2(1+α)/(4+d))

となり，β がいくら大きくなっても収束レートがバウ
ンドされてしまう．これは局所線形回帰 (Tsybakov,

2009) と同様の現象である (Hall and Kang, 2005)．
次に，β-Hölder 条件の下でマルチスケール k 近傍法
の収束レートを以下の定理 6に示す．

定理 6 (マルチスケール k 近傍分類器の収束
レート; Okuno and Shimodaira (2020) 定理 2).

ℓ = (ℓ1, ℓ2, . . . , ℓV ) ∈ RV を ℓ1 = 1 < ℓ2 < · · · <
ℓV < ∞ なるベクトルとし，k1,n ≍ n2β/(2β+d)

かつ kv,n ≍ min{k ∈ [n] | ∥X(k) − X∗∥2 ≥
ℓv∥X(k1,n) − X∗∥2} とする．回帰関数として (1)

を用いる．(i) µ, µη がそれぞれ β-Hölder 条件を満
たし，(ii) SDAを仮定し，かつ (iii) C := ⌊β/2⌋ ≤
V − 1 とすると，推定量が発散しないための条
件 (Okuno and Shimodaira (2020) (C-3))の下で

E(ĝ(MSkNN)
k ) = O(n−(1+α)β/(2β+d)). (2)

式 (2) で示したマルチスケール k 近傍法の収束レー
トは，任意のプラグイン型の分類器に関する最適レー
ト (Audibert and Tsybakov, 2007) と一致する．

6 まとめと議論

以上より，提案したマルチスケール k近傍法は k近傍
法の収束レートを改善し，最適レートを達成することを
示した．最後に，本節では提案法と局所多項式回帰，重
み付き k 近傍法との比較についての議論をまとめる．

6.1 局所多項式回帰との比較

Audibert and Tsybakov (2007) では，局所多項式回
帰 (Tsybakov, 2009)を用いたプラグイン型の分類器が
最適レートを達成することを示している．局所多項式回
帰はクエリ X∗ ∈ X ⊂ (Rd) の周辺での η のテイラー展
開を多項式で推定するため，1 + d+ d2 + · · ·+ dC 個の
係数を推定する必要があるが，提案したマルチスケール
k 近傍法では (1)に現れる 1 +C 個の項の係数を推定す
るだけでよい．

6.2 重み付き k 近傍法との比較

単純な k 近傍法と回帰を組み合わせ容易に実装するこ
とができるマルチスケール k 近傍法は，別の解釈とし
て，回帰を介し間接的に重み付き k 近傍法の実数値の重
み w1, . . . , wk ∈ Rを推定しているとみなせる．
重み付き k 近傍法では通常，非負の重みのみを考え
る．非負の重みのみ考える場合，最適な重みを用いても，
収束レートが重みを用いない k 近傍法と同じになってし
まうことが知られている (Samworth, 2012). Samworth

(2012) ではさらに excess risk のテイラー展開を最適化
する実数の重みを用いれば最適レート (2) が達成できる
ことを示している．
提案したマルチスケール k 近傍法は回帰を介して，

Samworth (2012)は excess risk のテイラー展開の最適
化を介して重みを決定することから，これら 2 つの手
法で得られる実数値の重みは同一ではないが，どちらも
最適なレートを達成する．しかし Samworth (2012) の
方法ではテイラー展開を重みに関して最適化する必要が
あり，最適な重みの計算が煩雑になってしまう．提案法
には回帰を介して容易に同等な計算を可能にする利点が
ある．
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